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Abstract
On conside`re diffe´rents aspects d’une formule dans les groupes de Cox-
eter finis.
0 Introduction
Cet article tourne autour d’une formule qui de´finit, pour chaque groupe de
Coxeter fini W , un entier positif fW de´pendant seulement de la donne´e des
exposants de ce groupe de Coxeter. On peut ve´rifier facilement, au cas par
cas, que cet entier est le nombre de re´flexions dans W qui sont pleines, i.e.
dont toutes les de´compositions re´duites font intervenir tous les ge´ne´rateurs de
Coxeter.
Cet article comprend deux parties de nature diffe´rentes. Dans la premie`re
partie, on cherche a` obtenir une cate´gorification de la formule, c’est a` dire a`
l’interpre´ter comme une e´galite´ de dimensions provenant d’un isomorphisme
entre deux modules sur le groupe de Coxeter. On obtient une conjecture qui
de´crit pre´cise´ment les modules qui doivent entrer en jeu, puis on de´montre cette
conjecture dans les cas des types A,B et I.
La seconde partie est consacre´e a` une autre apparition de la formule dans
le contexte des syste`mes de racines. Dans le cas des syste`mes de racines, les
re´flexions sont en bijection avec les racines positives. Par cette bijection, les
re´flexions pleines correspondent aux racines positives qui sont pleines, au sens
ou` leur expression dans la base des racines simples n’a pas de coefficient nul.
Par une dualite´ conjecturale sur l’ensemble des antichaˆınes du poset des racines
positives, les racines pleines devraient eˆtre en bijection avec les antichaˆınes sans
racines simples de cardinal maximal. On montre que le nombre de telles an-
tichaˆınes est bien e´gal au nombre de re´flexions pleines. On propose ensuite une
conjecture reliant le polynoˆme H qui e´nume`re les antichaˆınes selon leur cardinal
et le nombre de racines simples qu’elles contiennent a` un polynoˆme F similaire
introduit pre´ce´demment [5]. Par de´finition, un des coefficients de H est donne´
par la formule qui nous inte´resse ici.
1 Re´flexions pleines
Soit W un groupe de Coxeter fini de rang n et S = {s1, . . . , sn} l’ensemble
des re´flexions simples de W . Une re´flexion σ dans W est dite pleine si toute
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de´composition re´duite de σ fait intervenir tous les e´le´ments de S. Dans le
cas ou` W est le groupe de Weyl d’un syste`me de racines cristallographique, les
re´flexions pleines correspondent aux racines positives de support plein, i.e. dont
l’expression dans la base des racines simples n’a pas de coefficient nul.
On ve´rifie aise´ment au cas par cas la proposition suivante, en utilisant par
exemple les tables de [3].
Proposition 1.1 Le nombre fW de re´flexions pleines dans W est donne´ par la
formule
fW =
1
|W |
(nh)
n∏
i=2
(ei − 1), (1)
ou` |W | est l’ordre du groupe W , h est le nombre de Coxeter et e1, . . . , en sont
les exposants de W . Explicitement, on obtient :
An Bn Dn E6 E7 E8 F4 G2 H3 H4 I2(h)
1 n n− 2 7 16 44 10 4 8 42 h− 2
La formule (1) peut se mettre sous la forme suivante, plus suggestive.
(nh)
n∏
i=2
(ei − 1) = fW |W |. (2)
Il est alors naturel de chercher une interpre´tation de la formule (2) en ter-
mes d’un isomorphisme entre W -modules ou d’une e´galite´ entre caracte`res du
groupe W . Comme fW est un entier, on peut interpre´ter le membre de droite
comme une somme directe de copies de la repre´sentation re´gulie`re Reg de W .
Le membre de gauche est plus subtil.
On appelle racine un demi-espace de´limite´ par un des hyperplans deW dans
l’espace euclidien. Soit R la repre´sentation deW sur l’ensemble des racines. Par
une formule classique, la dimension de R est nh. Ceci fournit donc unW -module
susceptible de remplacer le premier facteur du membre de gauche de la formule
(2).
Il reste donc a` de´crire un candidat pour le second facteur. Soit G la re-
pre´sentation de W sur la cohomologie du comple´mentaire du complexifie´ de
l’arrangement d’hyperplans associe´ a`W . Alors d’apre`s [4], la dimension gradue´e
du W -module gradue´ G est donne´e par
n∑
k=0
dimGk(−t)
k =
n∏
i=1
(1 − tei). (3)
On utilise alors [11, Lemma 3.13] qui donne une diffe´rentielle acyclique na-
turelle ∂ sur l’alge`bre de Orlik-Solomon d’un arrangement d’hyperplans non
vide [10]. Le Lemme suivant en est une conse´quence imme´diate.
Lemme 1.2 Le caracte`re de G est divisible par 1 − t et le quotient est le car-
acte`re d’une repre´sentation gradue´e.
Remarque : Comme ∂ est en fait une de´rivation pour le produit en coho-
mologie, le quotient G1−t a une structure d’alge`bre gradue´e, lie´e dans le cas des
groupes syme´triques a` la cohomologie des espaces de modules de courbes de
genre 0 (voir [7]).
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Soit G′ le W -module virtuel obtenu en faisant t = 1 dans le W -module
gradue´ G1−t . Par la formule (3), la dimension (virtuelle) de G
′ est
∏n
i=2(1− ei).
On a donc de´fini des W -modules R et Reg et un W -module virtuel G′ qui
ve´rifient une e´galite´ de dimensions e´quivalente a` la formule (2) :
(dimR)(dimG′) = (−1)n−1fW dim(Reg). (4)
Cette e´galite´ devrait eˆtre une conse´quence de la conjecture suivante.
Conjecture 1.3 On a une e´galite´ de caracte`res :
R⊗G′ = (−1)n−1fW Reg . (5)
On peut peut-eˆtre espe´rer un e´nonce´ plus pre´cis, comme l’existence d’une
diffe´rentielle sur le W -module gradue´
R⊗
G
1− t
, (6)
dont l’homologie serait concentre´e en degre´ n − 1 et isomorphe en ce degre´ a`
une somme de fW copies de la repre´sentation re´gulie`re.
Si une telle diffe´rentielle existe, il doit exister unW -module dont le caracte`re
est donne´ par
1
1− t
(
R⊗
G
1− t
− (−t)n−1fW Reg
)
. (7)
On peut ve´rifier que ceci est vrai pour les groupes syme´triques de petit rang.
Les trois sections suivantes sont consacre´es a` la preuve de la conjecture
1.3 pour les groupes syme´triques, les groupes hyperoctae´draux et les groupes
die´draux respectivement.
2 Le cas des groupes syme´triques
Dans cette section, on de´montre la conjecture 1.3 dans le cas du groupe de
Coxeter de type An−1, qui est le groupe syme´trique Sn sur n lettres. Une autre
preuve est probablement possible, dans l’esprit de celle donne´e plus loin pour le
type B.
2.1 Le caracte`re de R
E´tudions d’abord le caracte`re de R. Soit N la repre´sentation naturelle de di-
mension n, i.e. l’action de Sn par permutations de l’ensemble {1, . . . , n}. Alors
on a clairement un isomorphisme N ⊗ N ≃ N ⊕ R. Le caracte`re χN de N est
facile a` de´crire. Si λ est une partition de n, on note mλ le nombre de parts de
taille 1 dans λ. Sur la classe de conjugaison Cλ associe´e a` une partition λ, on a
χN (Cλ) = mλ. Par conse´quent, on obtient χR(Cλ) = m
2
λ −mλ.
Lemme 2.1 Le caracte`re χR s’annule sur la classe de conjugaison Cλ si et
seulement si mλ est au plus e´gal a` 1.
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2.2 Le caracte`re de G′
Pour de´montrer que le caracte`re de R ⊗ G′ est un multiple du caracte`re de la
repre´sentation re´gulie`re, il suffit donc de montrer que le caracte`re χG′ de G
′
ve´rifie la condition suivante :
Si mλ ≥ 2 et λ 6= 1
n alors χG′(Cλ) = 0. (8)
Par la de´finition de G′, ceci est e´quivalent a` la condition
Si mλ ≥ 2 et λ 6= 1
n alors χG(Cλ) a une racine double en t = 1. (9)
On passe au langage des fonctions syme´triques, en identifiant un caracte`re
a` une fonction syme´trique de la manie`re habituelle. Pour n ≥ 1, on note pn la
fonction syme´trique “somme des puissances” d’ordre n. L’assertion pre´ce´dente
est donc e´quivalente au Lemme suivant.
Lemme 2.2 La valeur de
1
1− t
∂2p1χG (10)
en t = 1 est proportionnelle a` la fonction syme´trique pn1 .
La preuve de ce Lemme est obtenue dans la section suivante.
2.3 Se´ries ge´ne´ratrices
Soit Gerst la se´rie ge´ne´ratrice des caracte`res χG :
Gerst =
∑
n≥1
χGn , (11)
ou` Gn est le module G pour le groupe Sn. Par convention, G
1 est le module
trivial.
On dispose d’une description de Gerst par le biais de la the´orie des ope´rades.
En effet, le comple´mentaire du complexifie´ de l’arrangement de type An−1 est
homotope a` l’espace des petits disques, forme´ par l’ensemble des plongements
disjoints de n disques dans le disque unite´ du plan complexe. Il en re´sulte un
isomorphisme en homologie. Mais les petits disques ont une structure d’ope´rade
topologique et leur homologie est l’ope´rade dite de Gerstenhaber, voir [13]. On
sait par ailleurs que le foncteur analytique sous-jacent a` l’ope´rade de Gersten-
haber est le compose´ des foncteurs analytiques Com sous-jacent a` l’ope´rade
des alge`bres commutatives et du foncteur Σt Lie sous-jacent a` la suspension de
l’ope´rade des alge`bres de Lie, voir par exemple [9].
Soit donc Com la fonction syme´trique
∑
n≥1 hn ou` hn est la fonction syme´tri-
que comple`te, et soit Σt Lie la fonction syme´trique
∑
n≥1
(−t)n−1
n
∑
d|n
µ(d)p
n/d
d , (12)
ou` µ est la fonction de Mo¨bius.
La traduction en termes de fonctions syme´triques de la relation de compo-
sition entre foncteurs analytiques de´crite ci-dessus est l’e´nonce´ suivant.
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Proposition 2.3 On a la relation ple´thystique :
Gerst = Com ◦ (Σt Lie) . (13)
De plus, on calcule facilement
∂p1 Com = 1 + Com et ∂p1Σt Lie =
1
1 + p1t
. (14)
On en de´duit, en utilisant le fait que ∂p1 est une de´rivation pour le ple´thysme,
que
∂2p1 Gerst = (1− t)
1
(1 + p1t)2
(1 + Com) ◦ (Σt Lie) . (15)
Par le Lemme 1.2, la valeur de Com ◦ (Σt Lie) en t = 1 est p1. On a donc
(
1
1− t
∂2p1 Gerst
) ∣∣∣∣
t=1
=
1
(1 + p1)2
(1 + p1). (16)
Comme cette expression est une fonction de p1 seulement, on a de´montre´ le
Lemme 2.2 et donc la conjecture 1.3 pour les groupes de Coxeter de type A.
3 Groupes hyperoctae´draux
On conside`re ici la cas du groupe de Coxeter W de type Bn. On renvoie a` [8]
pour la description des classes de conjugaison deW par des paires de partitions.
Soit R le module des racines. Si (ǫi)i∈{1,...,n} est une base orthonormale, les
racines sont ±ǫi et ±ǫi ± ǫj pour i 6= j. Commenc¸ons par de´crire les classes de
conjugaison non triviales de W sur lesquelles le caracte`re de R est non nul, i.e.
qui ont au moins un point fixe dans R. Si un e´le´ment g du groupe fixe la racine
ǫi, il doit avoir un point fixe i, i.e. un cycle positif de longueur 1. Si g fixe une
racine ǫi − ǫj , alors il doit ve´rifier g(i) = −j et g(j) = −i. De meˆme, si g fixe
une racine ǫi+ ǫj , il doit ve´rifier g(i) = j et g(j) = i. Dans ces deux cas, g a un
cycle positif de longueur 2.
En conclusion, on a obtenu le Lemme suivant.
Lemme 3.1 Le caracte`re de g sur R est non nul si et seulement si g a un cycle
positif de longueur 1 ou un cycle positif de longueur 2.
On utilise ensuite la description de la cohomologie due a` Lehrer [8, Thm. 5.6].
On change t en −t dans les re´sultats de Lehrer pour respecter nos conventions.
En particulier, la valeur du caracte`re de la cohomologie sur un e´le´ment g,
χ(g) =
n∑
k=0
trg(Gk)(−t)
k, (17)
est de´crite dans [8] comme un produit de facteurs explicites ne de´pendant que
de la de´composition en cycles positifs et ne´gatifs de g.
Si un e´le´ment g de W ayant un cycle positif de longueur 1 est non trivial,
alors g posse`de soit un cycle ne´gatif soit un cycle positif de longueur au moins 2,
i.e. g posse`de au moins deux cycles de longueurs ou signes diffe´rents. D’apre`s
les re´sultats de [8], le polynoˆme χ(g) est divisible par 1 − t autant de fois qu’il
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y a de cycles dans g. On en de´duit que le caracte`re de G′ est nul sur la classe
de g.
Si maintenant g a un cycle positif de longueur 2, on de´duit de [8] que le
caracte`re de G sur la classe de g est divisible par (1 − t)2. Par conse´quent, le
caracte`re de G′ sur la classe de g est nul.
On a donc montre´ le Lemme suivant.
Lemme 3.2 Soit g un e´le´ment non trivial de W qui a un cycle positif de
longueur 1 ou un cycle positif de longueur 2. Alors le caracte`re de G′ est nul
sur la classe de conjugaison de g.
Les deux Lemmes pre´ce´dents entraˆınent la conjecture 1.3 pour le type Bn.
4 Groupes die´draux
On conside`re maintenant le cas des groupes die´draux. Soit W un groupe de
type I2(h).
Si h est impair, alors le module R donne´ par l’action de W sur les racines
est isomorphe a` la repre´sentation re´gulie`re Reg, donc la conjecture 1.3 est triv-
ialement vraie, car les dimensions sont e´gales.
Supposons donc h pair. Dans ce cas, un e´le´ment non trivial de W a un trace
non nulle dans le module R des racines si et seulement si c’est une re´flexion. Il
faut donc montrer que le caracte`re de G′ s’annule sur les re´flexions. Soit donc
H0 un hyperplan fixe´ parmi les hyperplans de W et soient H1, . . . , Hh−1 les
autres hyperplans dans un ordre cyclique. Soit σ la re´flexion par rapport a` H0.
Comme le rang du groupe de Coxeter W est 2, on dispose d’une description
explicite du module gradue´ G1−t comme suit.
En degre´ 0, le module a pour base la fonction 1, donc la trace de σ est 1.
En degre´ 1, le module est le noyau de la diffe´rentielle ∂ de degre´ −1 sur
la cohomologie en degre´ 1. On rappelle [11] que cette diffe´rentielle est de´finie
par ∂(ωH) = 1 pour tout hyperplan H de l’arrangement, ou` ωH est la forme
diffe´rentielle logarithmique associe´e a` H . Par conse´quent, ce module a une
base Oi = ωH0 − ωHi pour i = 1, . . . , h − 1. L’action de σ est donne´e par
σ(Oi) = Oh−i. Il y a un seul point fixe qui est Oh/2, donc la re´flexion σ a pour
trace 1.
Au total, la trace de la re´flexion σ sur G′ est donc nulle, ce qui de´montre la
conjecture 1.3 pour les groupes die´draux.
5 Antichaˆınes sans racines simples
On conside`re maintenant une autre apparition de la formule (1) dans le contexte
des syste`mes de racines.
Soit Φ un syste`me de racines fini de rang n, Φ≥0 l’ensemble des racines
positives et Π = {αi}i∈I l’ensemble des racines simples. Soit W le groupe de
Weyl associe´. Il existe un ordre partiel naturel ≤ sur Φ≥0 de´fini par α ≤ β si
β − α est une combinaison line´aire a` coefficients positifs de racines simples.
Une antichaˆıne dans un poset P est une partie de P forme´e d’e´le´ments
tous incomparables pour ≤. On note A (P ) l’ensemble des antichaˆınes de P .
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On conside`re implicitement par la suite, sauf pre´cision contraire, que le poset
conside´re´ est Φ≥0 pour la relation ≤.
Les antichaˆınes dans ce poset des racines positives ont e´te´ beaucoup e´tudie´s
re´cemment [1, 2, 6]. En particulier, on sait que leur nombre est e´gal au nombre
de Catalan ge´ne´ralise´ associe´ au syste`me de racine Φ. Le lemme suivant est bien
connu.
Lemme 5.1 Le cardinal maximal d’une antichaˆıne est n. L’unique telle an-
tichaˆıne est A = {αi}i∈I .
On constate au cas par cas (voir [2]) que le nombre d’antichaˆınes de cardinal
k est e´gal au nombre d’antichaˆınes de cardinal n−k, pour tout k. Conjecturale-
ment, ceci doit eˆtre une conse´quence de l’existence d’une dualite´ sur l’ensemble
des antichaˆınes qui envoie les antichaˆınes de cardinal k sur les antichaˆınes de
cardinal n−k. Une dualite´ ayant cette proprie´te´ a e´te´ construite par Panyushev
pour les types A,B et C dans [12].
Soit A une antichaˆıne. On de´finit le type de A note´ t(A) qui est une sous-
partie de l’ensemble des areˆtes du diagramme de Dynkin. Une areˆte (i, j) est
dans t(A) si et seulement si il existe une racine α dans A telle que i et j soient
dans le support de α.
Panyushev propose de chercher une dualite´ ayant des proprie´te´s plus fortes,
cf. sa conjecture [12, Conj. 6.1]. On peut reformuler en partie ses hypothe`ses
sous la forme suivante : la dualite´ doit pre´server le type.
Si le type t(A) est le diagramme de Dynkin complet, on dit que A est de
type plein. Comme cas particulier de la conjecture d’existence d’une dualite´
respectant le type, on a la conjecture ci-dessous.
Conjecture 5.2 Il existe une bijection naturelle entre les antichaˆınes de car-
dinal 1 de type plein et les antichaˆınes de cardinal n− 1 de type plein.
Une antichaˆıne A de cardinal 1 est juste une racine positive α. Une racine
positive α est de type plein comme antichaˆıne si et seulement si elle est de
support plein, i.e. correspond a` une re´flexion pleine. Il y a donc une bijection
entre antichaˆınes de cardinal 1 de type plein et re´flexions pleines.
Lemme 5.3 Une antichaˆıne A de cardinal n−1 est de type plein si et seulement
si elle ne contient pas de racine simple.
Preuve. C’est clairement vrai si n = 1. Supposons donc n ≥ 2. Si une
antichaˆıne A contient une racine simple αi, elle ne peut contenir aucune autre
racine ayant αi dans son support. Par conse´quent toute areˆte de la forme (i, j)
ne peut pas eˆtre couverte par A. Une telle areˆte existe car n est au moins 2,
donc A n’est pas de type plein.
Re´ciproquement, si A est une antichaˆıne de cardinal n−1 de type non plein,
il existe une areˆte non couverte par A. Conside´rons le diagramme de Dynkin non
connexe obtenu en enlevant cette areˆte. Il existe une partition de ce diagramme
en deux parties non vides de cardinal p et q avec p + q = n, sans areˆtes entre
elles. Alors A est l’union disjointe de deux antichaˆınes A1 et A2 contenues
respectivement dans les posets associe´s a` ces deux diagrammes. Par le Lemme
5.1, le cardinal de A1 est infe´rieur ou e´gal a` p et celui de A1 est infe´rieur ou
e´gal a` q. Quitte a` e´changer les indices 1 et 2, on peut supposer que A1 est
une antichaˆıne de cardinal p. Par le Lemme 5.1, A1 est donc forme´e de racines
simples. Donc A contient au moins une racine simple.
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La conjecture 5.2 se reformule donc ainsi.
Conjecture 5.4 Il existe une bijection naturelle entre les racines pleines et les
antichaˆınes de cardinal n− 1 sans racines simples.
Ve´rifions que cette relation est vraie au niveau des cardinaux de ces ensem-
bles.
Proposition 5.5 Le nombre d’antichaˆınes de cardinal n− 1 sans racines sim-
ples est e´gal au nombre de re´flexions pleines, donc donne´ par la formule (1).
Preuve. On utilise les polynoˆmes de Narayana ge´ne´ralise´s de´finis par
NΦ(x) =
n∑
k=0
nk(Φ)x
k, (18)
ou` nk(Φ) est le nombre d’antichaˆınes de cardinal k dans le poset (Φ≥0,≤). On
constate au cas par cas sur les re´sultats d’Athanasiadis [2] que ces polynoˆmes
sont syme´triques, i.e. ve´rifient la relation
NΦ(x) = x
nNΦ(1/x). (19)
Conside´rons maintenant les polynoˆmes
PΦ(x) =
n∑
k=0
pk(Φ)x
k, (20)
ou` pk(Φ) est le nombre d’antichaˆınes pleines de cardinal k dans le poset (Φ≥0,≤).
Les polynoˆmes N et P sont en fait naturellement de´finis pour des dia-
grammes de Dynkin non ne´cessairement connexes et sont alors donne´s par le
produit des polynoˆmes associe´s aux composantes connexes.
Par de´finition de la notion de type, on a la relation suivante entre les
polynoˆmes N et P :
NΦ =
∑
E
PΦ[E], (21)
ou` la somme porte sur l’ensemble des parties E de l’ensemble des areˆtes du
diagramme de Dynkin de Φ et Φ[E] de´signe le diagramme de Dynkin non
ne´cessairement connexe obtenu en ne gardant que les areˆtes dans E.
Par conse´quent, par inversion de Mo¨bius, on peut exprimer les polynoˆmes
P en fonction des polynoˆmes N . On en de´duit que
PΦ(x) = x
nPΦ(1/x). (22)
En particulier, le nombre des antichaˆınes de type plein de cardinal n−1 est e´gal
au nombre de re´flexions pleines.
6 Une conjecture e´nume´rative
On conjecture ici une relation entre le polynoˆme e´nume´rateur F des associae`dres
ge´ne´ralise´s introduit dans [5] et un polynoˆme e´nume´rateur H des antichaˆınes
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selon deux parame`tres. Un des coefficients de H est le nombre de la formule
(1).
Soit Φ un syste`me de racines. Conside´rons le polynoˆme suivant :
H =
∑
k,ℓ
hk,ℓ x
kyℓ, (23)
ou` hk,ℓ est le nombre d’antichaˆınes de cardinal k contenant ℓ racines simples.
En particulier hn−1,0 est le nombre d’antichaˆınes de cardinal n− 1 sans racines
simples conside´re´ pre´ce´demment.
On rappelle brie`vement la de´finition du polynoˆme F . Dans [6], Fomin et
Zelevinsky ont introduit pour chaque syste`me de racines un complexe simplicial
∆(Φ) dont l’ensemble des sommets est l’ensemble des racines presque positives
Φ≥−1 = Φ≥0 ⊔ (−Π). On de´finit le polynoˆme F par la formule
F (x, y) =
n∑
k=0
n∑
ℓ=0
fk,ℓx
kyℓ, (24)
ou` fk,ℓ est le nombre de simplexes de ∆(Φ) ayant exactement k sommets dans
Φ≥0 et ℓ sommets dans −Π. Ce polynoˆme a e´te´ de´fini et e´tudie´ dans [5].
Conjecture 6.1 On a la relation suivante :
H(x, y) = (1− x)n F (x/(1 − x), xy/(1− x)). (25)
On peut aise´ment ve´rifier cette conjecture pour les syste`mes de racines de
petit rang.
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